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64111 Absténde zu einer Geraden 2

Vorwort:

In diesem Text geht es um Abstande von einer Geraden,

also Punkt — Gerade sowie Gerade- Gerade.

Die Aufgabe, einen Abstand einer Ebene zu einer parallelen Geraden wird in den Texten 64005 und
64006 geldst. Dort findet man alle Abstandsberechnungen zu einer Ebene, also alles, was mit der
Hesseschen Normalform berechnet werden kann.
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64111 Absténde zu einer Geraden 3

1 Abstand eines Punktes von einer Geraden.

4 Hier zeige ich vier ganz verschiedene Methoden. )

Die erste besteht darin, dass man durch P eine Lotebene senkrecht zu g legt. Der Schnittpunkt mit g
ist der LotfuRpunkt. Damit kann man den gesuchten Abstand berechnen.

Die zweite Methode verwendet statt des Lotfullpunkts zunachst einen beliebigen Punkt der Geraden.
Dann erzwingt man zwischen Gerade und Lot den rechten Winkel mit einem Skalarprodukt und findet
so den eigentliche LotfuBpunkt.

Die dritte Methode berechnet den Inhalt eines Parallelogramms auf zwei Arten, einmal mkit

dem Kreuzprodukt und einmal mit dem gesuchten Abstand.

\Die dritte Methode verwendet die wenig bekannte Methode des zweifachen Kreuzproduktes. j

1.1 Abstandsberechnung mittels Lotebene

n E
—
[ Falle das Lot von P auf g (im Raum) und berechne dann den Abstand. F — —P/
1 -2
Beispiel Gegebeng: Xx=| 3 |+r| 1| und P(3]|5]2). g
-1 3

WISSEN: Man verwendet den Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor
fur die Lotebene. Das Absolutglied der Ebenengleichung erhalt man
durch Einsetzen eines Punktes der Ebene.

-2
Loésung: Der Richtungsvektor [ 1 J wird Normalenvektor von E;: -2x+y+3z=Kk
3
Die Lotebene soll durch P(3]5]2) gehen: k=-2[3]+[5]+3-[2]=6+5+6=5
Lotebene: E.: -2x+y+3z=5
Schnitt von g mit der Lotebene durch Einsetzen: —2-1=2r|+[3+r|+3:[-1+3r| =5
—2+4r+3+r-3+9r=5
14r-2=5 < 14r=7 < r=1}
(1 2) (0
LotfuBpunkt von P auf g: f=3 +@- 11=/35|, F(0]35]05) oder F(0|Z|7%)
-1 3 0,5
(0 3 -3
Abstandsvektor: F=|Z|-|5|=|-2
1 2 _3
2 2
L -3
Abstandsberechnung; d(P,g) = ‘PF‘ =-2|={9+2+2= \/% =1.49-6 =%\/5
-
o -2
Oder giinstiger so: d(P,g) = ‘PF‘ =3 1|[=2v4+1+1= %\/5
-1

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



64111 Absténde zu einer Geraden 4
1.2 Berechnung des LotfuBpunktes mit der operativen Methode
1 -2
Beispiel Gegebeng: X=| 3 |+r| 1 | und P(3]|5]2).
-1 3
Félle das Lot von P auf g (im Raum) mit der operativen Methode
Losung
A
Der zunachst noch unbekannte Punkt X soll zum Lotfupunkt u
F werden. Man entnimmt seine Koordinaten der X by
Geradengleichung mit unbekanntem r:
X(1-2r|3+1|-1+3r D
( | | ) Fe Lotvektor P,
Damit X zum LotfuBpunkt F wird muss gelten
PX LG , d.h. Bedingungist: |[PX-G=0 9

Dieses Nullprodukt erzeugt den rechten Winkel bei F.

. 1-2r 3 -2-2r 2-2r) (-2
PX=| 3+4r |=|5|=| —2+r und -24+r || 1 [=0
-1+ 3r 2 -3+3r -3+3r 3

4+4r-2+r-9+9r=0
14r-7=0 < r=1

Mit diesem r-Wert wird X zum gesuchten

—2-(-2-2r)+(-2+r)+3-(-3+3r)=0

LotfuRpunkt: F(1-2-%|3+%|-++3-2)=(01]3,5/0,5)
L (2-24) (-3
Der gesuchte Abstand ist der Betrag des Vektors F=| 2+ |=|-2
-3+3-% -3
o -3
Abstandsberechnung; d(P,g) = ‘PF‘ =|-2|= ,/9+%+% = \/% =%-«/9~6 =%J§
_3
2
o -2
Oder giinstiger so: d(P,g) = ‘PF‘ —3| 1| =2Ja+1+1=2V6
-1
HINWEISE:

Die beiden Methoden in unterscheiden sich nur in der Berechnung des Lotfupunkts.

Die abschlieRende Abstandsberechnung ist identisch, namlich die Berechnung der Betrags von PF.

Friedrich Buckel
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1.3 Berechnung mit dem Kreuzprodukt (Vektorprodukt)

Gegeben ist die Gerade h und der Punkt P.
Gesucht ist der Abstand d des Punktes P von h.

Methode:

ﬁsei ein Punkt von h. \

F sei der Flacheninhalt des Parallelogramms, das von den

Vektoren i und AP aufgespannt wird.

Den Flacheninhalt des Parallelogramms kann man mit dem

Vektorprodukt GxAP berechnen, aber auch mit der Formel |d]-d.

‘UXAP

F:|U|-d=‘l]><ﬁ" = d=

\Daraus folgt:

Zahlenbeispiel:

)

1 -2
Gegeben g: X=|3 |+r 1 | und P(3|5]2).
-1 3
-2 o 3 1 2
u=| 11|, AP=|5]|- =2
2 -1 3
- -2 2 3-6 -3 -1
UxAP=| 1 |x|2|=| 6+6 |=|12|=3| 4
3 3 —4-2 -6 -2

g 3141644 321 3%3 V2 3
ST Jas1r9  J1d 2 2 2

2
3
Verdopplungsschema: -2 2
2

Friedrich Buckel
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64111 Absténde zu einer Geraden 6

1.4 Berechnung der Lotgeraden mit dem doppelten Kreuzprodukt.

Das Problem liegt darin, dass man nicht ohne weiteres das Lot

auf eine Gerade fallen kann.

Die hier gezeigte Methode beruht darauf, dass man mit dem
Kreuzprodukt AP xi zuerst einen Normalenvektor i der

Ebene Epq berechnet, in der P und g liegen.

(A sei der Aufpunkt der Geraden g, u ihr Richtungsvektor.)
Dann erhélt man mit v:=nxu einen Vektor, der als

Richtungsvektor des Lotes von P auf g verwendbar ist.

Dies wird im Text 64150 (Lot auf eine Gerade) ausflhrlich gezeigt.

1 -2
Beispiel Gegeben g: X:[3J +r{ 1J und P(3]5]2). Falle das Lot von P auf g.
Vs (3 Jq
. 2\ (-2 (6-3 3 —2
Losung: Nn=APxu=|2|x| 1 |=|-6-6|=|-12 2 1
3) (3 2+4 6 3 3 o =2
S o< 12 1
3) (-2) (-36-6) (-42 2 s X6 3
V=nxu=|-12|x| 1 |=|-12-9|=| -21|=-21-]1 3 3 3 -2
6 3 3-24 -21 1 -12 1

Dies ist ein Richtungsvektor der Lotgeraden, die damit diese Gleichung hat:

Ll

Man schneidet nun L mit g und berechnet den gesuchten Lotful3punkt F auf g:

( 1 J {—2} [3} [2} {—2r—2t = 2} @)
3 |+r| 1 ]=[5]+t:]1]| & r—t=2¢  (2)
-1 3 |2 1 3r-t=3| (3)

g L

Berechnung von r und t aus (2) und (3) durch:

3)-@2): 2r=1 = r=1
rin (2): %_tzz = tz_%
Probe in (1): L.S.:—2~%—2-(—%):—1+3:2:R.S.

Da die Probe stimmt, schneiden sich L und g wirklich.
Das ist auf Grund des Ansatzes ohnehin klar. Man kann sich also die Probe sparen und

1 -2 0
nur r berechnen. Damit folgt: f= [ 3 J+%[ 1 ] = [3,5} = F(0]35]0,5)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.5 Abstand Punkt — Gerade als Extremwertaufgabe

1 -2
Beispiel Gegeben g: X = { 3 ]+{ 1 ] und P(3]5]2).
-1 3

Es sei B ein beliebiger Punkt von g:  B(1-2r|3+r|-1+3r)

o 3 1-2r 2+2r
Verbindungsvektor: BP=|5|-| 3+r |=| 2-r
2 -1+3r 3-3r

Der Vektor BP wird orthogonal zu g, wenn der Betrag von BP minimal ist.

BP| = J(2+2r) +(2-r) +(3-3r)

Dieser Wert wird minimal, wenn sein Quadrat minimal ist.

Daher definiere ich die Quadratfunktion:  q(r)=(2+ 2r)2 +(2- r)2 +(3- 3r)2 .

Ableitungen der Quadratfunktion mit der Kettenregel:
a'(r)=2(2+2r)-2+2-(2-r)-(-1)+2-(3-3r)-(-3)

q'(r)=4(2+2r)-2-(2-r)-6-(3-3r)

(

q'(r)=8r+2r+18r+8-4-18

q'(r)=28r-14
Notwendige Bedingung fiir Extremwert: q'(r)=0 < 28r=14 < r =%
Hinreichende Bedingung: q"(3)=28>0 = Minimum
Minimaler Quadratwert: a(3)=(2+ 1)2 +(2 —%)2 +(3 —%)2 =0+84+2-2
Kiirzester Abstand: d,. = \/@ Y A T Y EO- SN
1 -2 0
Zugehoriger Punkt B auf g: b, = [ 31 +1 :13 = 82 = B,,(0135]0,5)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.6 Abstandsberechnung Punkt — Gerade in der x-y-Koordinatenebene

Beispiel Gegeben istdie Gerade g: y=1x+2.

Berechne den Abstand des Punktes A(-3|5,5) von g.

1. Losung: Mit der Lotgeraden, nicht-vektoriell

Lotgerade von Aaufg: m =3 = m =-—=-2

Punkt-Steigungsform: ~ y—y, =m_-(x—X,)

y-55=-2-(x+3)

y=-2x-6+5,5

Ergebnis: L: y=-2x-0,5

Schnitt von g und L: IX+2=-2x-7 |2 ! i EX
X+4=-4x-1

5=-5 & x.=-1

in L: Ye =—2-(-1)-0,5=2-05=15
LotfuRpunkt: F(-1]15)

Der gesuchte Abstand ist die Lange der Strecke AF:

AF = J(ax)" +(8y)’ =(-1+3) +(15-55) =\/2* +(-4)’ =J4+16 =20 =45 =25

2. Losung: mit der HNF von g (Zweidimensional gibt es zu einer Geraden eine HNF!)

Da im zweidimensionalen Fall eine Gerade auch eine lineare Gleichung hat (vergleichbar der einer

Ebene im Raum), kann man ihr auch eine HNF zuordnen:
g y=2x+2 o 2y=x+4 < |[-x+2y-4=0
Normalenvektor: A= [_;J mit: | =+1+4 = J5

HNF von g:

Abstandsberechnung:  A(-3]5,5) von g:

d(A,g)=—+2~—4 _3411-4_10 1045 _10J5 _, g

V5 B 5 BB 5

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Trainingsaufgaben

1 Berechne den Abstand des Punktes P von der Geraden g.

D
~
«Q

X1

Ergebnisse:

-4 7 1 2
=| 9 [+r| 4|, P(1]1]2) b) g: x=|8 |+r|-3|, P(5/3]4)
-1,5 4 13 1
1 1 —1 1
=|-2|+r[-2| P(2]-4]-2) d) g: Xx=| 2 [+r|-3| P(5/|-3|0)
5 -1 -10 11
-2 2 -7 3
=| -3 |+r| 2 P(5]2]2) ) g: X=| 2 |+r| 0 | P(4]5]3)
11 -3 1 —4
d=4,5 Ich zeige eine LOsung mit der Lotebene auf Seite 18.
d=63 Ich zeige eine Lésung mit der operativen Methode auf Seite 18.
d=+/30 Ich zeige eine LOsung mit der Lotebene auf Seite 19.
d=+/50 Ich zeige eine Lésung mit der operativen Methode auf Seite 19.
d=+/2 Ich zeige eine LOsung mit der Lotebene auf Seite 20.
d=+109 Ich zeige eine L6sung mit der operativen Methode auf Seite 20.

und eine Lésung mit dem Kreuzprodukt auf Seite 21

Friedrich Buckel
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2 Abstand paralleler Geraden.

Berechne den Abstand zweier parallelen Geraden g und h.

MERKE:
EL

Berechne den Abstand eines Punktes von einer Geraden.

Die Methode ist identisch wie bei dieser Aufgabe: A
I
Ie

Man fallt das Lot vom Aufpunkt A der einen Geraden
auf die andere Gerade. Den LotfuBpunkt kann man

I
dann mit beiden Methoden berechnen: F
Mit der Lotebene und mit der operativen Methode.

1 1 -1 1
Beispiel 5: Gegeben: g: i:[3]+r[2] und h: R:[O]Jrs{Z]
-2 2 2 2

1. Methode: Berechnung des LotfuBpunktes mit der Lotebene von A(1 | 3] —2) auf h:

1
Man verwendet den Richtungsvektor [2} als Normalenvektor fur E: X+2y+2z=K
2
Mit A(1]3|-2) €E, erhalt man k=1+6-4=3: (= X+2y+2z=3.
Schnitt von h mit E;: +2-+2‘:3 < s=0
—1 1 -1
LotfuRpunkt: X=|01[+0:[2(=| 0| < F(-1/0]2)
2 2 2

2. Methode: Berechnung des LotfuBpunktes mit der operativen Methode:

Der LotfuRpunkt ist ein zunéchst noch unbekannter Punkt von h: F(—1+s|2s |2+ 2s)

([ —1+s 1 -2+s - .
AF=| 2s |-| 3 |=|2s-3|. Bedingung: AFlu < AF-u=0
2+2s -2 4+2s
—2+s) (1
d. h. 25-3|-|2|=0 o -2+s+(25-3)-2+(4s+2):2=0 ergibt s=0.
4+2s) |2

-1 1 -1
s in g ersetzen ergibt den LotfuRpunkt: f = [ 0 J+0-(2J = [ 0 J < F(-110]2)

i

Berechnung des Abstandes:

d(gh) = d(AF) = |AF| = ~J4+9+16 =29

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Trainingsaufgaben
2 Berechne den Abstand paralleler Geraden
1 2 0 2
a) g: X=|1|+r| 2 h: x=|-2|+s| 2
—4 -1 6 -1
-1 3 1 3
b) g: X=|-7|+r|-2 h: Xx=|0(+s|-2
2 -1 8 —1
Ergebnisse: a) d=+74 Ich zeige eine Lésung mit einer Lotebene auf Seite 19.
b) d=5y3 Ich zeige eine LOsung mit der operativen Methode auf Seite 19.

Friedrich Buckel
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3 Kirzester Abstand windschiefer Geraden — 3 Methoden

Berechne den kiirzesten Abstand der windschiefen Geraden g und h.

Beispiel 17: Gegeben: g: X

REnn

2

1. Methode mit parallelen Ebenen

Ol

Zu zwei windschiefen Geraden g und h gibt es zwei

parallele Ebenen, eine durch g und die andere durch h.

]

Der gesuchte kirzeste Abstand der beiden windschiefen

Geraden ist gleich gro3 wie der Abstand dieser beiden

Ebenen. Diesen berechnet man als Abstand eines Punktes

aus Eg4 von der anderen Ebene E;, also mittels HNF.

Wenn die Geraden windschief sind (also nicht parallel!),

kann man einen gemeinsamen Normalenvektor nzu

beiden Ebenen berechnen.

Dazu kennen wir zwei Methoden:

Die Skalarproduktmethode verwendet, dass n orthogonal zu U und Vv sein muss: {

Die Vektorproduktmethode berechnet so: n=

XV

i

Windschiefe Geraden in parallelen Ebenen

<i cl
354 3t
Il

o o
—

Mit n stellt man dann die Hessesche Normalform z. B. der Ebene E;, auf, mit der man dann den

Abstand z. B. des Aufpunkts von g zu E;, berechnen und hat damit den kiirzesten Abstand der

windschieden Geraden g und h.

1. Losungsweg: Manuell

1. Skalarproduktmethode: 2

<|

{G

ZO} d. h.
0

und

1

0|l

1

2
1
-1

(@)

=0 & 2n,+n,-n,=0

(b)

In diesem System aus 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten darf eine frei gewahlt werden.

Wahle z.B. n, =1, dannfolgtaus (a): n,=-1 undaus (b): n, = —2-(—1)+1 =3

Damit haben wir diesen Normalenvektor gefunden:

-1
n=|3
1

Friedrich Buckel
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2. Methode mit dem Vektorprodukt: —4 2
0 1
1 2 0-1 -1 1 ;<< -1 Hilfsschema siehe
Nn=uxVv=|0|x| 1|=/2+1|=| 3 1 2 Text 63200 / Seite 24
1 —1 1-0 1 0 X 1
I
Damit Aufstellung der Normalengleichung der Ebene E,: —-x+3y+z=d (1)
Der Aufpunkt P,(2]1|2) von h liegt in Ex: d=-2+3+2=3 (2)
Normalengleichung der Ebene E;: -X+3y+z=3 (3)
-1
Durch den Betrag des Normalenvektors dividieren: ol (113} =VE+3+P =11
. . . —-X+3y+z-3
ergibt die Hessesche-Normalform: T =0 (4)

Abstand des Aufpunkts P,(1|-1|0) von g zu Ep:

d(a,Eh)z‘M‘zizrz\/ﬁ

it |

2. Lésungsweg: Mit CAS-Unterstiitzung:

Zuerst zeige ich mit Tl Nspire die Realisierung der
Skalarprodukt-Methode. Das Gleichungssystem aus
U-n=0 und v-n=0 wird durch eine dritte Gleichung y = k
zu einem (3,3)-System erganzt. Um einen ganzzahligen
Normalenvektor zu bekommen, wéahle ich dann k = 3.

Die Normalengleichung von E, lautet vektoriell A-X =n-b
Man erkennt dann, dass n-b = 3 ist und setzt daher die HNF
gleich so an, wie es rechts zu sehen ist.

Man kann darin aber auch sofort den Aufpunkt A(1]-1]0)

einsetzen und erhalt dann den Abstand, der negativ wird,
weil ich mir den Betrag erspart habe.

Dann zeige ich mit CASIO ClassPad die Realisierung der
Kreuzprodukt-Methode.

Nach der Berechnung und gleichzeitiger Definition des

Normalenvektors n verwende ich hier die Normalengleichung

in der Form n- (f( - 5) =0, dividiere aber sofort durch den
Betrag von n, was zur HN von E; fiihrt.

In diese habe ich dann den Aufpunkt A(1]|-1]0) eingesetzt,
was den Abstand (ohne Betrag negativ) liefert.

Wer Routine hat, kann die zweite Zeile (nur HNF) weglassen.

Dann kommt man tatsachlich mit nur 2 Eingabezeilen aus!

© Skalarprodukit—Methode fiir Normalenvektor n

[(x+z=0 \
solve|§ 2 x+y-z=0 { .\',y,z}

|y=x

=l
3 |=n
1

© Normalengleichung der Ebene Eh

-k k
x=— and y=kand z=—
3 3

g

-

X 2) Xx+3- y+z=3
dotP|n, ¥ =dotP|m,| 4
F4 \ L2
© HNF
x 11 (x=2- p-z+3
dotefm| ||-3 A )
o 11
z
\ -0
norm()
© Abstand
1 -7- 11
dotP(n, -1 ]—3
11
0
ng L 1 2
CrossP(|0],|1 |)*n
1 -1
-1
3
1
X 2
dotP(n, |v[=|1])
—i:o

norm{n)
=11+ (x=3-(y=1)=2) _
11 =

1 2
dotP(n, —l]-l l)
0 2

norm({n)

Friedrich Buckel
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2. Operative Methode:

Man denkt sich auf den windschiefen Geraden zwei
zunachst beliebige Punkte F; und F,.

Ihre Verbindungsstrecke ist die kiirzeste, wenn F;

und F, LotfuBunkte sind. Daraus ergibt sich folgendes Verfahren:

Man wahlt zwei allgemeine Punkte F; und F, dieser Geraden, berechnet Eli und verlangt, dass Eli
orthogonal zu den Richtungsvektoren der Geraden ist. Daraus erhalt man die Parameter r und s

fur die Lotfulpunkte. Der Betrag von ﬁ ist der ge

suchte kurzeste Abstand.

1. Losungsweg: Manuell

©)

(1)

()

(19
(2)

(1%
(2%)

1 1 2 2
Gegeben: g X=|-1|+r[ 0 und h: x=|1|+s| 1
0 1 2 -1
o (1+r . (2+2s
Wahle: Fi aufg: f,=| -1 und F, aufh: f,=| 1+s
r 2-s
. _ (2+2s 1+r 1+2s—r
Verbindungsvektor: F=6L-f=| 1+s |-| -1 |=| 2+s
2-s r 2-s-r
. . 1+2s-r) (1
1. Bedingung: FF, Lu < FF,-u=0 2+s |[-|0]|=0
2-s-r )1
R R 1+2s—-r 2
2. Bedingung: FF, Lv < FF,-v=0 2+s || 1|=0
2-s-r ) {1
ausflhrlich: 1+2s-r+2-s-r=0
2+4s-2r+2+s-2+s+r=0
Zusammenfassen: s-2r+3=0
6s-r+2=0
Aus (1) erhalt man: s=2r-3, in(2“): 6(2r-3)-r+2=0
12r-18-r+2=0
Mr=16 < r=2
ergibt dann: s=%2_-3=-1
Damit folgt: F(Z]-1]4¢) und F(2]1]2)
20 27 _7 -1
. 11 11 11
FF, = % _{_1J: n :%'[3J
2 16 7 1
11 11 1

Diesen Vektor kann man auch direkt aus (0) bekommen.

Kirzester Abstand:

AN A

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



64111 Absténde zu einer Geraden

15

2. Losungsweg: Mit CAS-Unterstiitzung:

Dieser Screenshot stammt von der Computerversion von Tl Nspire.
Mit ihm kann man Kommentarzeilen darstellen, die man naturlich

fur Berechnungen weglasst.

Der Unterschied zu CASIO ClassPad besteht nur darin, dass diese
fur die Losung des Gleichungssystems nicht den Befehl solve

verwendet, sondern an dieser Stelle ohne ihn auskommt.

Dieses Gleichungssystem ist eigentlich die Stelle, bei der man
genau hinsehen muss. Es besteht genau aus den beiden
Gleichungen (1) und (2) der vorangehenden Seite, nur eben

in nicht ausmultiplizierter Form, was eben dadurch mdglich wird,
dass ich damit begonnen habe, die Ortsvektoren fir die

Geradenpunkte als Vektorfunktionen zu definieren und auch die

Richtungsvektoren uund v definiert habe.

Wenn die Punkte F, und F; nicht gefragt sind, sondern nur der
kirzeste Abstand der windschiefen Geraden gesucht ist, dann
kann man die Berechnung der LotfuBpunkte und des Abstands-
vektors weglassen. Dann wirde die letzte Zeile zur Berechnung
des klrzesten Abstands so aussehen:

norm(g(%) - h(;—}))

© Richtungsvektorsn

1
0

-l

© Geradenpunkts auf gund h

1+
Define g[r]= B
>

—_—
O
et |

Fertig

2425 Fertig
Define i(s)= 14§
2-5
© Orthogonalititsbedingungen
. e. dotP(.g(;-}—.')(s},uFO Ars })
||dotP(g(r)-#(s),v)=0
16
roe— and §m—
11 11
© LotfuBpunkte
( 16 ) 2
g— ]
11 11
-1
16
11
(-1 20
hl— e
11 11
10
11
23
1
© Abstandsvektor]
(16) (-1 7
e -
11 11 11
=21
11
=7
11
© Kirzester Abstand
I 7 711

Friedrich Buckel
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3. Methode mit einer geschlossenen Vektorkette:

Diese Methode wird wohl am seltensten angewandt. Ich zeige sie dennoch fiir Interessierte.

Man denkt sich auf den windschiefen Geraden zwei h

zunachst beliebige Punkte F; und F..

Ihre Verbindungsstrecke ist die kiirzeste, wenn F;
und F, LotfuBunkte sind. A und B seien die Aufpunkte der g F2

Man bildet diese geschlossene Vektorkette: AF +FF, +FB+BA =0 (1)
Der Vektor A—F1 ist ein Vielfaches von u: A—F1 =r-u
Der Vektor B—F2 ist ein Vielfaches von v ﬁ =s-V
Eingesetzt in (1) rG+?FZE|S\7+(é—5) =0 (2)
Um die Loteigenschaft von F;F, ausniitzen zu kénnen,
multipliziert man (2) einmal mit G : [ra +FF, —sV + (é - B)J U=0-0 (3)
und einmal mit v : [rﬁ+%—3\7+(é—5)]\7=6 Vooo(4)
Vereinfachung von (3): r-G? +FF, -U-sV-U+ (é - 5) U=0
=0

ergibt: r~f12—s-\70+(é—5)ﬁ=0 (5)

Vereinfachung von (4): r-G\7+ﬁ'\7—s«\72+(é—5)\7=6
5
ergibt: r-v-s-v’+(&-b)V=0 (6)

Die Gleichungen (5) und (6) enthalten auRer den beiden Unbekannten r und s nur die gegebenen

Vektoren der beiden Geraden g und h. Also kdnnen wir ab hier mit Zahlen weiterrechnen.

Rechnet man zuerst allgemein, spart man Schreibarbeit.

1 1 2 2
Zahlenbeispiel dazu: g: X=|-1|+r{0], h: i=(1]+{1j.
2 -1

0 1
—— = =
=a =0 b =V
(A Lo L o L
Damit folgt: W=2, V’=6, G-v=1, a-b=|-2|, (a-b)-u=-3, (a-b)-v=-2
-2
. . . 2r-s-3=0 (5)
Eingesetzt in (5) und (6): r—6s-2=0 (6)
(5)-2-(6): 11s+1=0 = s=-1 = FK(2]8]2)
in (6): r+2-2=0 = r=2 = F1(%|_1|%)
20 27 _ -1
. 1 1 11
Abstandsvektor: F, =] —[—1J= %J:%{BJ
23| | 18 z 1
11 1 11
Kirzester Abstand: ‘ﬁ‘ =2 1+9+1=2ZJ11

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Trainingsaufgaben

Zeige dass diese Geraden windschief sind und berechne ihre kirzeste Entfernung.

Die erste Gerade sei g, die zweite h.

-2 3 0 1
a) X=|-1|+r| 5|, x=|-4|+s| 2
4 4 5 -2
=3 =U =b =V

9 3 11 3
b) X=[5|+r[{0]|, x=|-15|+s| -2
6 4 -15 -4
6 4 9 4
c) X=[5|+r{ 1], x=| 0 |+s|2
2 3 13 5
0 -1 -2 4
d) X=|-10[+t| 3|, X=|-4]|+s|0
18 0 3 3
Ergebnisse:
a) d=3 Ich zeige eine Lésung mit der operativen Methode auf Seite 22.
und eine Lésung mit der Methode ,parallele Ebenen® auf Seite 27
b) d=13 Ich zeige eine Losung mit der operativen Methode auf Seite 23.
und eine Lésung mit der Methode ,parallele Ebenen® auf Seite 27
c) d=9 Ich zeige eine Losung mit der operativen Methode auf Seite 24.
und eine Lésung mit der Methode ,parallele Ebenen® auf Seite 28
d) d= %\/26 Ich zeige eine Losung mit der operativen Methode auf Seite 25.

und eine Lésung mit der Methode ,parallele Ebenen® auf Seite 28

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(Lésung zu Berechne den Abstand des Punktes P von der Geraden g.

-4 7
a) g: X=| 9 |+r| 4|, P(11/2)
-1,5 4
R
Losung mit der Methode ,,Lotebene zu g durch P*. . _>P/
Die Lotebene hat den Richtungsvektor von g als Normalenvektor:
g
E.: 7x, —4x, +4x, =k.
P(11112) €E, : k=7-4+8=11
= 7x, —4x, +4x, =11
Schnitt von g und E,: 7-1-4+7r|-4-|9—ar|+4-|-15+4r| =11
d.h. —28+49r-36+16r—6+16r =11

81r=81 < r=1

LotfuRpunkt: F(3]5]2,5)
(3 1 2 4
Abstandsvektor: PF=| 5 |-[1|=|4|=1%|8
25) \2) 4 1
_ 4
Gesuchter Abstand: d(Pig)=|PF|=3| 8 | =116 +64+1=3
1
1 2 4
by g: Xx=|8 |+r]-3], P(5/3]4) U
13 1
Flw._
Losung mit der operativen Methode: \
F e =~ A
otvektor
Noch unbekannter LotfuRpunkt auf g:  F(1+2r|8-3r|13 +r).
g
Dieser wird zum LotfuBpunkt, wenn PF.i=0| ist
1+ 2r 5 2 —4+2r 2
8-3r|-|3||'|3|=0 < | 5-3r |-|-3|=0
13+r 4 1 9+r 1

—8+4r-15+9r+9+r=0 = r=1  LotfuRpunkt: F (3|5]14)

(5 (3 2
Abstandsvektor: FP={3|-| 5 |=] 2
4) (1a) (10
2
Gesuchter Abstand: d(Pg)=[FP|=| -2 | =108 =63
10

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1 1
c) g: Xx=|-2|+r]-2 P(2|-4|-2)
5 -1

Losung mit der Methode ,,Lotebene zu g durch P“.

= X, —2X, =X, =K.
P(2]-4]-2)<E, : k=2+8+2=12

E.: X, —2X,—x, =12

Schnitt von g und Ey: (1+r)-2(-2-2r)-(5-r)=12
ergibt 1+r+4+4r-5+r=12 = r=2
LotfuRpunkt: F(3]-63)

— 3 2 1
Abstandsvektor: PF=|-6|—|-4|=|-2
3 -2 5

. 1
Gesuchter Abstand: d(P;g) = ‘PF‘ = L—Z V144125 =30
5
-1 1
d g: x=| 2 |+r|-3 P(5|-3]0)
-10 11

Losung mit der operativen Methode:

Noch unbekannter LotfuBpunkt auf g: F(-1+r]2-3r[-10+11r).

Dieser wird zum Lotfu3punkt, wenn P_Ié -u=0 ist:

—1+r 5 1 -6 +r 1
2-3r [(-|-3|||-83|=0 < 5-3r |[|-3|=0
-10+11r 0 11 -10 +11r 11

—©6+r-15+9r-110+12r=0 = 131r=131 = r=1

LotfuRpunkt also: F (0]-1]1).
. 0 5 -5
Abstandsvektor: PR =|-1|—|-3|=]| 2
1 0 1
Gesuchter Abstand: d(Pig) = PR |= 25+ 4 +1=+/30

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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-2 2
e) g X=[-3[+r| 2 P(5]2]2)
11 -3

Losung mit der Methode ,,Lotebene zu g durch P“.

= 2x, +2x, —-3x, =K
P(5]2]2) E,: k=10+4-6=8
E.: 2X, +2x,-3X, =8

Schnitt von E| und g ergibt den Ful3punkt des Lotes von P auf g:
2(-2+2r)+2(-3+2r)-3(11-3r) =8
4 +4r-6+4r-33+9r=28
17r=51 = r=3

LotfuBpunkt F(4]3|2)

o (4) (5) [~
Abstandsvektor: PF=13|—-|2|=[1

2 2 0
Gesuchter Abstand: d(P;g) = ‘ﬁ:‘ “J1e1=42
-7 3
f) g: x=| 2 |+r| O P(4/5]3)
1 —4
Losung mit der operativen Methode:
Noch unbekannter LotfuBpunkt auf g: F(=7+3r|2|1-4r).
Dieser wird zum LotfulRpunkt, wenn ﬁ: -u=0 st
~7+3r) (4 3 ~11+3r) (3
2 [-{5]|'|0|=0 < -3 || 0 |=0
1—4r 3 -4 —2-4r ) -4

-33+9r+8+16r=0 = 25r=25 = r=1
LotfuRpunkt: F (-4]2]-3)

(-4 (4 (-8
Abstandsvektor: PR =| 2 |-|5|=|-3

-3 3 -6

Gesuchter Abstand: d(P;g) = |PF, | = /64 + 9.+ 36 = /109

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Nochmals zu f) g: X=| 2 |+r P(4]5|3)
1

Losung mit dem Kreuzprodukt:

Inhalt des Parallelogramms, berechnet mit dem Kreuzprodukt:

(4 -7 11
P=|5|-| 2 |=|3 Verdopplungsschema:
3 1 2
- 0+12 12
F:‘GXAP‘z —44 -6 | =| -50 | = 144+ 2500+ 81 = /2725
9-0 9

Inhalt des Parallelogramms, berechnet mit Grundseite ABund Hohe d:
F=|u-d=v9+16-d=5d

Gleichsetzen: 5.d=+2725 = d=+109

0
4 2
3 1
0o 3
42—

Friedrich Buckel
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[ Lésung zu [2]: Berechne den Abstand paralleler Geraden ]
1 2 0 2 E
a) g: X=| 1 [+r| 2 und h: Xx=|-2|+s| 2 L
-4 —1 6 —1 A
I g
Losung mit der Lotebene zu g und h durch A(1]1]-4): l
Der Richtungsvektor von d wird zum Normalenvektor von E: !
F
2x, +2x, - X, =k
A(111-4) eE,: k=2+2+4=88
E.: 2X, +2x,-x, =8
Schnitt von h mit E: 2(2s)+2(-2+2s)-(6-s)=8
45-4+4s-6+s=8 = 95s=18 = s=2
Schnittpunkt: F(4]2|4)
_ 4 1 3
Abstandsvektor: AF=2|-| 1 [=]1
4) -4 8
Gesuchter Abstand: d(gh) =|AF| = o+ 1+64 = /74
-1 3 1 3
b) g: X=|-7|[+r| -2 h: x=|0(+s|-2
2 -1 8 -1
Losung mit der operativen Methode:
Ich falle das Lot von A(-1|-7|2) e g auf h. (Es geht auch umgekehrt.)
Noch unbekannter Lotfulpunkt auf h: F(1+3s|-2s8-s).
Dieser wird zum Lotfu3punkt, wenn F’_Ié -u=0 st
1+3s -1 3 2+3s 3
-2s |-|-7||-|-2|=0 & |7-2s|-|-2|=0
8-s 2 -1 6-s -1
6+9s-14+4s-6+s=0
14s=14 = s=1
LotfuRpunkt daher F (4]-2|7)
. 4 -1 5
Abstandsvektor: AF =|-2|-| -7 |=|5
7 2 5
Gesuchter Abstand: d(gh) =|AR |= 25+ 25+ 25 =75 =53

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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[Lésung zu Zeige dass diese Geraden windschief sind und berechne ihre ]
kiirzeste Entfernung. Die erste Gerade sei g, die zweite h.

-2 3 0 1

a) Gegeben: g X=|-1(+r[ 5 | und h: X=| -4 [+s| 2
4 4 5 -2
- —
=a =u

Untersuchung der Lage von g und h:

s 1 203 1
D:‘G\?AB‘: 5 2 3|5 2
4 2 1|4 2

=6+12-20+16-18-5=-9=0

Also sind die Vektoren 4, v und AB nicht komplanar. Daher sind g und h windschief.

1. Berechnung der kiirzesten Entfernung von g und h mit der operativen Methode:

Es sei F; der Fulipunkt des gemeinsamen Lotes auf g, F, der auf h.

Da F; auf g liegt, gilt: F,(=2+3r|-1+5r|4-4r), daF,auf h liegt, gilt: F,(s|-4+2s|5-2s).

S

Lotvektor zu g und h: FF, =

5-2s

-4 +2s |-

-2+ 3r 24+s-3r
-1+5r [=| -3-5r+2s
4 —4r 1+4r-2s

Damit F4 und F, LotfuBpunkte werden, muss der Vektor I% zu U und zu vV orthogonal sein.

Also gelten diese Bedingungsgleichungen:

1. |FF - und

2+s-3r 3
-3-5r+2s || 5 |=0
1+4r-2s —4

6+3s-9r-15-25r+10s-4-16r+8s =0

2. |FF,-v=0
2+s-3r 1
-3-5r+2s || 2 [=0

1+4r-2s -2

2+s-3r-6-10r+4s-2-8r+4s=0

-13-50r +|21s|=0 (1) —6-21r+9s=0 | :3
—2-7z+3s=0 | -7 (2)
~14-49r +[21s|=0 3
. 21s] p (3)
v
(1) - (3): 1-r=0 < [r=1 in(2): ergibt s=3.

Berechnung der LotfuRpunkte:

Gemeinsamer Lotvektor fiir g und h:

Liange des gemeinsamen Lotes:

Ergebnis:

Mitr=1: F (1]/4/0) und mits=3: F,(3|2]-1).

7353

FF|=va+a+1=3

Der kiirzeste Abstand von g und h ist 3.

Friedrich Buckel
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b)

9 3 11 3
Gegeben: g: X=(5(+r|0|, h: X=|-15|+s| -2
6 4 -15 —4
= —

Untersuchung der Lage von g und h:

I3 3 2133
D:‘a v AB‘:O 2 —20|0 —2=126-240+16-240 = —338 = 0
4 4 214 -4

Also sind die Vektoren U, v und AB nicht komplanar. Daher sind g und h windschief.

1. Berechnung der kiirzesten Entfernung von g und h mit der operativen Methode

Es sei F; der FuBpunkt des gemeinsamen Lotes auf g, F, der auf h.

Da F; auf g liegt, gilt: F, (9 +3r|5|6 +4r), da F, auf h liegt, gilt: F,(11+3s|-15-2s|-15-4s).
. 11+ 3s 9+3r 2+3s-3r
Lotvektor zu g und h: FF,=|-15-2s |-| 5 = -20-2s
-15-4s 6 +4r —21-4s—4r

Damit F4 und F, LotfuBpunkte werden, muss der Vektor I% zu U und zu Vv orthogonal sein.

Also gelten diese Bedingungsgleichungen:

1. |FF, -G =0 und 2. [FF, -V =0

2+3s-3r 3 2+3s-3r 3

-20-2s -101]=0 -20-2s -1 21=0

—21-4s —4r 4 -21-4s—4r -4
6+9s-9r-84-16s-16r=0 6+9s-9r+40+4s+84 +16s+16r=0

[25]-7s=78 |7 (1) [7r]+29s=—130 |25 (3)
[-175¢] - 49s = 5461 2) 47255 = -3250  (4)

— _/
V
Elimination von r durch (3)+(4): 676s = 2704 < s=-4
In (1) folgt: -25r+28 =78 ergibt -25r=50 < r=-2

LotfuBpunkte: Mitr=-2: F (3]5/-2) undmits=-4: F,(-1]-7|1).

B 3 -4
Gemeinsamer Lotvektor firgund h:  FF, = (— ]—[ 5 ] = £—12]
1 -2 3

~J16+144 +9 =169 = 13.

Ergebnis:  Der kirzeste Abstand von g und h ist 13.

Lange des Lotes: EIE;

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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c)

6 4 9 4
Gegeben: g: Xx=|5(+r|1|, h: x=| 0 |+s|2
2 3 5

Untersuchung der Lage von q und h:

|44 3|44
D:‘G v AB‘:1 2 5|1 2-88-60+15-18+100—44 =810
35 11|35

Also sind die Vektoren 4, v und AB linear unabhangig. Daher sind g und h windschief.

1. Berechnung der kiirzesten Entfernung von g und h mit der operativen Methode

Es sei F1 der FuBpunkt des gemeinsamen Lotes auf g, F, der auf h.
Da F, auf g liegt, gilt: F, (6 +4r|5+r|2+3r), da F,auf h liegt, gilt: F, (9 +4s|2s|13 + 5s).
. 9+4s 6 +4r 3+4s-4r
Gemeinsamer Lotvektor zugund h:  FF, = 2s —| 5+r |=| -5+2s-r
13 +5s 2+3r 11+5s-3r

Damit Fy und F, LotfuBpunkte werden, muss der Vektor I% zu U und zu Vv orthogonal sein.

Also gelten diese Bedingungsgleichungen:

1. |FF, -3 =0 und 2. |FF,-v=0

3+4s—4r 4 3+4s—4r 4

-5+2s-r 11=0 -5+2s-r 21=0

11+ 5s - 3r 3 11+5s-3r 5

12+16s-16r-5+2s-r+33+15s-9r =0 12+16s-16r-10+4s—-2r +55+25s-15r =0
-26r +33s+40=0 |5 (1) -33r+45s+57=0]:3 (3)
—130r +|165s|+200 = 0 (2) —11r+15s+19=0 | -11 (4)
~121r +|165s| +209 = 0
— i
V

Elimination von s durch (3) — (4): -9r=9 < r=-1,in(1) ergibtdas s=-2

Damit kann man die tatsachlichen LotfuBpunkte berechnen:

Mitr=-1: F(2|4|-1) undmit s=-2: F, (1]-4|3).

. 1 2 -1
Gemeinsamer Lotvektor fir g und h: FF,=|-4|-| 4 |=| -8
3 -1 4

V1464116 =~/81=9.

Ergebnis: Der kiurzeste Abstand von g und h ist 9.

Lange dieses Lotes: ‘I;Fﬁ2
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QD
<

Untersuchung der Lage von q und h:

14 2|14

D=3 0 6 |3 0=-18+18+15-3-4=180=0.

0 3 -15{0 3

Also liegen die Geraden nicht in einer Ebene, sie sind daher windschief.

1. Berechnungq der kiirzesten Entfernung von g und h mit der operativen Methode

—

Es sei F1 der FuBpunkt des gemeinsamen Lotes auf g, F, der auf h.

Da F, auf g liegt, gilt: F, (~t|—10+3t|18), da F, auf h liegt, gilt: F, (-2 + 4s|- 4|3 + 3s).

. (-2+4s —t —2+4s+t
FF,=| -4 |-|-10+3t|=| 6-3t
3+3s 18 -15+3s

Damit F, und F; LotfuBpunkte werden, muss der Vektor I% zu U und zu v orthogonal sein.

Gemeinsamer Lotvektor zu g und h:

Also gelten diese Bedingungsgleichungen:

1. |[FF,-u=0

172

—2+4s+t)( -1
6 -3t 3 |=0
-15+3s 0
2-4s-t+18-9t=0

20-4s-10t=0 |-2 (1)

40-8s-[20t]=0 )

und 2. |FF, -v=0

12

2+4s+t\( 4
6 — 3t 0(|=0
-15+3s J\ 3
-8+16s+4t-45+9s=0

-53+25s+4t=0 | 5 (3)
~165+125s +[20t] =0 4)

Elimination von t durch (3) + (4):

Eingesetzt in (1):

LotfuBpunkte:

Gemeinsamer Lotvektor von g und h:

v

_/

-125+117s=0 < s=32=2 (durch 9 gekirzt)

13

100 160 16
ZO—W—'IOt:O = 10t=W = t=§

F(~15]-%118) und F,(Z|-4|%)

—2+4s+t —2+4.-24+ 38
FF,=| 6-3t |=| 6-3.3 |=
-15+3s -15+3.2

1

w

Der Betrag des Vektors EIE; ist der gesuchte kurzeste Abstand:

FF|=%Vo+1+16 =%£.726 ~ 118

w
o
|

W
o

-
w
-
w
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Zweite Losungen mit der Methode ,,parallele Ebenen*

-2 3 0 1
a) x=|-1|+r| 5 |, X=|-4|+s| 2 2. Lésung mit parallelen Ebenen
4 -4 5 -2
— =
=a =U -b =V

WISSEN: Zwei windschiefe Geraden liegen stets in zwei zueinander parallelen Ebenen.

Ich berechne ihre Normalenvektoren jetzt mit dem Vektorprodukt und setze dann in die Formel ein.

Zuerst der manuelle Lé6sungsweg:

Windschiefe Geraden in parallelen Ebenen

Gemeinsamer Normalenvektor:

3
3 1 -10+8 -2 —4><—2
ﬁzﬁsz[SJx[ZJ:{—4+6J:{2J 2 1
4) (2) | 6-5 1 5 <
4

Ebene Eg, in der g liegt:
—2x+2y+z=k. Mit A(-2|-1|4) eE, folgt k=-2.[-2]+2:[-1]

-2X+2y+z2-6

E;; —2x+2y+z=6 HNF: 3

0.

Den Abstand der parallelen Ebenen erhélt man, indem man den Aufpunkt B(0|-4[5) von h einsetzt:

e=I—z-@+2-+-6|
3

| = % =3 Das ist auch der kiirzeste Abstand der windschiefen Geraden.

9 3 11 3
b) Gegeben: g: X=[5|+r|0]|,h: x=[-15|+s| -2 (Losung mit parallelen Ebenen)
6 4 -15 -4

Untersuchung der Lage von q und h:
33 2|33
D:‘a v AB‘: 0 -2 —20| 0 —2 =126-240+16—240 = 0
4 4 21| 4 -4

. 3 3
Also sind die Vektoren 4, v und AB nicht komplanar. Daher sind g und h windschief. ¢ ><_2
4 -4

3) (3 8 4 X
Gemeinsamer Normalenvektor von g und h: n=|0 -2|=124|=2[12 3 ><3
4 -4 -6 -3 2 :‘21

Ebene durchg:  4x+12y-3z=d. Punktprobe mit A(9|5|6): d=36+60-18=78

4x +12y-3z-78 0 o 4x +12y —-3z-78 _

HNF: 0
VJ16+144 +9 13
4.[11+12.[-15]-3.[-15]-78| |-
Der kirzeste Abstand: d(g,h):d(B,Eg):‘ - 3 ‘=| 29':13
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6 4 9 4

c) Gegeben: g: x=[5(+r|1|, h: X=| 0 |+s|2
2 3 13 5

Untersuchung der Lage von g und h:

d)

Abe Ao

4 4 3|4 4
D=[i v AB|=|1 2 5|1 2-88-60+15-18+100-44 =810
35 11|35
Also sind die Vektoren u, v und AB nicht komplanar. Daher sind g und h windschief. 8 %
4
X
4\ (4) (-1 3 ¢
Gemeinsamer Normalenvektor von dundv: n=uxv=|1|(x|2|=|-8 0
3) |5 4 4
Normalengleichung von Eq durch g: -X—-8y+4z=k
Mit dem Aufpunkt A(6|5]2) von g: k=-6-40+8=-38
Eg: -Xx—-8y+4z=-38 | -(-1)
Eg X+8y—-4z=38
_ X+8y—-4z-38
[i|=v1+64+16 =9  HNF von E, — g -0

Abstand des Aufpunkts B(9|0]13) vonh zu Eg:

‘@+8]§[ 4.[13]- 38‘ |81

d(E,.E,)
9 9
0 -1 -2 4
Gegeben: g: X=|-10 [+t[ 3 |, h: x=|-4|+s|0
18 0 3 3
-1 4 2
Untersuchung der Lage von g und h: D=|3 0 6 |=#0.

9 3
Normalenvektor der parallelen Ebenen durch gund h: n=uxv =[ 3 ] = 3~( 1 }

12 -4
Normalengleichung von Eg: 3x+y-4z=d
Punktprobe mit A(0|-10]18)eg: d=-10-4-18=-82
HNF von Eg: :O bzw. ~9x-y+4z1-J82 =
J9+1+16 J26
(6h)=b(BE, - |-l 4-B-82 g 60.426 _60-426 4 e
m|n 4 \/% \/_ \/_ F 26 13
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